Sciences Industrielles Analyse temporelle des systemes Papanicola Robert
linéaires Lycée Jacques Amyot

| - ANALYSE TEMPORELLE DES SYSTEMES LINEAIRES

A. Systéme du premier ordre

1. Définition
On appelle systeme du premier ordre, tout systeme régit par une équation différentielle linéaire a
coefficients constant du premier ordre:

ds(t)
dt

T +5(t) = K.e(t)

avec 7 constante de temps >0;
K: gain statique
2. Fonction de transfert
On pose: e(t)—— E(p) et. s(t)——>S(p)
En appliquant la transformation de Laplace a I'équation précédente, on obtient:

z-pS(p) +S(p) = K.E(p)

d'ou la fonction de transfert:

S(p) K
E(p) 1l+z-p

H(p) =

3. Schéma bloc:
Le schéma bloc d'un systéme du premier ordre est de la forme suivante.

E(p) K S(p)
—> —
1+7-p
4, Etude temporelle
a) Réponse a un échelon . e(t) = E, -u(t) pourt >0

Q) Résolution de I'équation de différentielle

TSR . ds(t)
L'équation différentielle est donc la suivante. TT +s(t) = K. E,

_t
La solution est de la forme pour un systéme partant du repos: s(t)=K- Eo(l— e ’j
(2) Résolution par les propriétés de la transformée de Laplace
E

S(p) = H(p).E(p) donc S(p) =———=

(p) = H(p)-E(p) (p) Lirp p
Etude de la réponse s(t)
Théoréme de la valeur finale pour s(t)
lim,_,.. s(t) =lim__; p-S(p)

. . K E,
lim,_,, s(t) =1lim__, P T ?

. . KE,
valeur finale|lim_, s(t) =lim _, 1o7.0 0 = K.E,

Théoréme de la valeur finale pour s'(t)
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lim,,,, s'(t) = lim,_, p-(p-S(p))
lim,,, s'(t) =lim__, p*-S(p)

lim,_,, s(t) =lim__, p’ ﬁE—po
. . KE,
lim,_,, s(t) =lim__, p~m =0
Le systeme a donc une asymptote horizontale
Théoréme de la valeur initiale pour s(t)
lim,_,s(t)=1lim_,, p-S(p)
: . E,
lim, ,, s(t) = Ilmp% pm?
. ) K.E,
lim,_,,s(t) = Ilmp%w m =
Théoréme de la valeur initiale pour s'(t)
lim_,,s'(t) =lim_,, p*-S(p)
; ; 2 E,
|Imt%o s(t) = Ilmp% p m?
KE,

lim, . s(t) =Ilim —
t—0 () p—)oop 1+T'p r

La pente a I'origine est non nulle

b) Temps de réponse
Le temps de réponse a 5% est défini comme le temps mis pour atteindre la valeur finale a +5% prés. Donc :

t
KE, — K-Eo(l—e_fj
S(o0) —s(t) 505 = e

5(o0) KE,
t

t
T

donc e © = 0.05 d'ou Ty, =37

c) Allure de laréponse temporelle

Réponse pour K=1 et Eq=1 pour différentes valeurs de la constante de temps
Temps de réponse a 5%

s
KE
0,9939 7 _ .
[ Ty =37
naees Pente a I’origine
07999 K
- EO
06999
063 K.E ¢ -
05999 valeur particuliére
pour t=r1

4309 1 /)

s(t) = 63%K - E,

04
031 |

02

009209

T T5%=31
3 4 5

]
d 1 2

6 7 g

9 10
Temps (s)
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Systéme du second ordre

1. Définition
On appelle systeme du second ordre tout systéme régit par une équation différentielle linéaire a
coefficients constant du second ordre.

ds(t ds(t

a, S ) +a, ( )
dt dt

soit sous la forme canonique

+a,S(t) =Db,.e(t)

1 dzs(t)+ 2z ds(t)
® > dt? w. dt

+s(t) = K.e(t)

n n
avec w,: Pulsation propre du systéme non amorti
K gain statique
z (ou &) facteur d'amortissement
2. Fonction de transfert:

Dans les conditions d'Heaviside (s(0)=0, s'(0)=0).

1 22 1 2z
—5 p*S(p) +— pS(p)+S(p) = K.E(p) donc(—z p’ +—p+1)8(p) = K.E(p)
a)n a)n a)n a)n
donc la fonction de transfert est:

S(p) K
H = =
P em~1 , =
Lz Pt P+l
3. Schéma bloc
EP) < S(p)
T 1, 2z —
— p°+—p+l
a)ﬂ n
4. Etude temporelle
a) Réponse a un échelon unité
K E
S(M =177 E(p) avec e®) =EQ.U(Y) E(p) = L(E;)=—"
Pt p+l P
a)n a)n
S(p) = KE,
b= 1 , 2z
—— P+ p+llp
), o,

Caslsiz>1

2 poles réels 5 .
Régime apériodique n=ow, (— VAR ARS 1) etr,= a)n(— Z+1Z —1)
Cas 2siz=1

pble double r=—w
Régime apériodique critique

cas 3 i z<1

2 poles complexes conjugués . .
b h o~ r, :a)n(—z—n/l—zz) etr, = con(—z+|\/1—zz)

Régime oscillatoire amorti

n
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b) Cas 1: z>1 régime apériodique:
2 racines réelles au dénominateur, on peut donc décomposer la fonction de transfert en éléments simples.
1 1
on pose:: 7; = , Ty =
a)n(—z—\/zz—l) a)n(—z+\/zz—1)
La fonction de transfert s'écrit H(p) S(P) K s
a fonction de transfert s'écri = = =
1 22
E(p) | (1+r1p)(1+rzp)
a)n a)n

" . " . . S(p) K [ Z! (2! j
ou la décomposition en fractions simples: = - .
E(p) 7,—-7,\1l+7,p l+17,p

Cette forme nous permet de rechercher dans la table des transformées inverses la fonction s(t) pour

e(t) = E,u(t) donc E(p) =E—p°.

s(p) = 0 ( 21 _ [P ]
P _Tl—fz p(1+rlp) p(1+rzp)

KE — —
dou S(t) = . _2_ (Tl-(l—e ”] -7, -(l—e TZ]]
1 2

Le comportement du systeme est non oscillant il tend
o vers la valeur K sans jamais la dépasser. La tangente a
I'origine est nulle.
Plus le coefficient d’amortissement z est grand plus le
temps de réponse est important.
La réponse temporelle ne dépasse pas la valeur finale.
3] z=1 La propriété de non dépassement est trés recherché dans
certains asservissements ou le dépassement est interdit.

5] Z—>+oo
1_
0o 05 1 1i5 2 25 3
c) cas z=1régime apériodique critique
Une racine double I = —@,
S(p) K K K
H(p): E(p)= 1 22 = p :(1 )2
PP+ p+l (1+)? + 10
a)n a)n a)n

K
S(p) =——7E(p)

(L+ )

Pour e(t) = E,u(t) ,ona S(p) =

—_—
p(L+p)
Dé iti sléments simples S( p) KE, KE ! ‘ ‘
ecomposition en elements simples =5 = —_— —
p(1+rp)2 'p 1+ (1+zp)2
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t) _t
d'ot la fonction temporelle s(t) = KEO{l—(l-i-—)e ’}
T

La réponse est non oscillante, pour un gain statique et une pulsation propre donnée, c'est le régime apériodique le
plus rapide.

d) cas 3 z<1lrégime oscillatoire
_S(p) K
PTEm T
o p o p
K KE,
S(p)=—7 57 E(p) poure(t)=u(t) ona S(p) =
—p’+—p+1l pip2+£p+1
@, ), o, o,

1 .
La transformation inverse nous donne S(t) = KEO[l— ﬁe"m“t .(Sln(a)n 1-2°.t- @))} avec
1-z

\1-72

@ = arctg —
La réponse présente la forme d'une sinusoide amortie de Dépassement
2 7
pseudo - période T, = ——— -onappelle Pseudo période
), 1-z &
. 2 : :
pseudo - pulsation : @y, = O, 1-z2°. 5 \/ e

Le dépassement est un critére important pour un
asservissement: L'instant du premier dépassement est

T T 3

pm :
2 , 1- 72 2

o |
S(T,,) = KE{lJre@}

ik} 0.4 1 1i5 2 248 3
D KE,(1+e'"%) - KE =
Le dépassement est donc d = vV, V. = ol KE, _3 0 d =gVt
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Dépassement{en foncgion d

""\ m : numéro du dépassemer|
— .

—

| -—
NN

AN AT

NN Ny

Wk \

W
HEER N

\
\

\
\

e) Temps de réponse T5%

L ’abaque suivante donne le temps de réponse a 5% pour un systeme du second ordre.
On constate sur cette abaque deux parties :

pour z>0,7, le temps de réponse augmente lorsque z augmente ;

pour z<0,7, le temps de réponse augmente lorsque z diminue.

Le temps de réponse est minimal pour z= 0,7.

L’abaque donne @, . T, en fonction de z.
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o T Temps de réponse T5% N
" %% labscisse : coefficient d’amortissement /
100 4 \ ordonnée - @n " Ts /
50 \\ /
10,1 //
5 j""]/r
z
1. 0.1 1 10, 100.
Allure de la réponse temporelle en fonction de z
E‘-.
A .
4_.
2_.
oh 05 1 15 2 25 3

Plus z est petit moins la réponse est amortie (z=0 réponse sinusoidale non amortie).
Pour z=0.7 le temps de réponse est minimum.
La tangente a I’origine est nulle.
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